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1 Techniques classiques

Lorsque I’on veut résoudre des problemes qui comportent des actions que I'on répéte a chaque tour,
une stratégie particulierement utile consiste a chercher des invariants, autrement dit des quantités
qui ne varient pas.

Dans tous les problemes qui suivent, on se demandera donc :

— Quelle quantité ne varie pas?

1.1 Invariant algébriques

SELRWNEY On part d'un point I = (a,b) du plan, avec 0 < b < a. On construit alors la

suite de points (z,,y,) en appliquant la régle :

_ _ _ In + Un - 2TpYn
ro=a, Yo=0b Tpy1= g Yn+1 = m
n n

(1)

Trouver la limite des deux suites (z,) et (yy).

SECCRN AN Les nombres 2,3,5,7,11 sont écrits sur un tableau. On s’autorise a remplacer

deux nombres de méme parité par %"b et HT“. En répétant suffisamment longtemps ce processus,

peut-on rendre tous les nombres du tableau égaux ?

SECCRNKRY On part des entiers 1,--- ,4n — 1. A chaque étape, on remplace deux entiers

quelconques par leur différence. Montrer qu’au bout de 4n — 2 étapes, il restera un nombre pair.

SE-RNE R Considérons la figure suivante.

1
1
1

1 1
1 1
1 1
1 1

1
1
1
1

1

On peut changer les signes de tous les nombres d’une ligne, d’une colonne ou d’une paralléle & une
diagonale. En particulier, on peut donc changer le signe de chaque nombre de coin. Montrer qu’il
restera toujours au moins un —1 sur la table quels que soient les changement opérés.
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On se place sur un échiquer 8 x 8 composé alternativement de cases noires et
blanches. On considére deux situations

— On peut changer de couleur toutes les cases d’une ligne ou d’une colonne

— On peut changer de couleur les cases d’un carré 2 x 2.

Dans chacun de ces cas, peut-obtenir un diagramme comportant une seule case noire ?

SE-RWAAY On consideére trois piles avec n jetons dans chacune d’elles. A chaque étape, on

est autorisé a choisir deux piles, prendre un jeton de chacune des deux piles choisies, et ajouter
un jeton a la troisieme pile. En utilisant ces mouvements, est-il possible de finir avec un seul jeton
uniquement ?

SETCCRNWAN Au parlement de Sikinie, chaque député a au plus trois ennemis. Montrer que
I'on peut séparer le parlement en deux sous-parlements, de sorte que chaque député ait au plus
un ennemi dans son propre sous-parlement.

SECCRNE RN 2n ambassadeurs sont invités & un banquet. Chaque ambassadeur a au plus n—1
ennemis. Montrer qu’on peut asseoir tous les ambassadeurs autour d’une table ronde de sorte que
personne ne soit assis a c6té de I'un de ses ennemis.

SECICRNNAN On part de I'ensemble {3,4,12}. A chaque étape, on choisit deux nombres a, b

et on les remplace par 0.6a — 0.8b et 0.8a + 0.6b.
Peut-on obtenir en un nombre fini d’étapes :

1. ensemble {4, 6, 12} ?
2. T'ensemble {x, y, z} ou |x — 4|, |y — 6], |z — 12| sont tous inférieus a %
SECCERNWIRY Soient quatre entiers a, b, c,d. On suppose qu’ils ne sont pas tous égaux. En

partant de (a, b, c,d) et en appliquant des itérations de la tranformation qui remplace (a, b, ¢, d) par
(a —b,b—c,c—d,d— a), montrer qu’au moins I'un des quatre nombres deviendra arbitrairement
grand en valeur absolue.

SECI BRI Pour chaque nombre de 1 & 10°, on le remplace par la somme de ses chiffres

puis celle-ci par la somme de ses chiffres, et ainsi de suite, jusqu’a obtenir un nombre a un chiffre.
On a donc une suite une suite de 10° nombres & un chiffre. A-t-elle plus de 1 que de 2?

SECCERRNPAN Cing uns et quatre zéros sont placés autour d’un cercle dans n’importe quel

ordre. Ensuite, on écrit 0 entre deux nombres égaux, et 1 entre deux nombres différents. Puis on
efface les nombres initiaux. Montrer qu’on n’obtient jamais neuf zéros, méme en répétant ce procédé
indéfiniment.

RN MERN Chaque nombre aq,--- ,a, vaut 1 ou —1, et on suppose que
S = ajasazaq + asasagas + - - - + apajasas = 0.

Montrer que 4 divise n.
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1.2 Invariant par coloriage

Les techniques de "coloriages" sont particulierement utiles dans les problemes faisant intervenir des
tableaux ou des échiquiers. L’idée consiste a trouver une bonne maniere de colorier le tableau afin
d’obtenir une conclusion

| SE[-RWREY Considérons un échiquier dont on a retiré deux coins opposés. De combien de
maniére peut-on recouvrir les 62 cases de cet échiquier ?
| SC[-R WA Un sol rectangulaire est recouvert de carreaux de taille 2 x 2 et 1 x 4. Un carreau

a été cassé mais on ne dispose, pour le remplacer, que d’un carreau de ’autre sorte. Montrer qu’il
est impossible de recouvrir le sol, méme en réarrangeant tout le carrelage.

SE WA Est-il possible de couvrir un échiquier de taille 10 x 10 avec des pieces en L

SELCRWR BN Montrer qu'un échiquier 8 X 8 ne peut pas étre recouvert a ’aide de 15 tétraminos

enT ‘ et d’un tétramino carré.

SECRWANY Montrer qu’'une grille 10x 10 ne peut pas étre recouverte a I’aide de 25 tétraminos

droits. Djjj

| SE (R WANY FEst-il possible de mettre 250 briquettes 1 x 1 x 4 dans une boite 10 x 10 x 107

2 Invariant et géométrie

2.1 La formule d’Euler

On appelle polyédre un solide dont toutes les faces sont des polygones.

Dans cette section, nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1. (Formule d’Euler) Soit P un polyédre convexe, et soient s,a,f ses nombres de
sommets, d’arétes et de faces. On a la formule :

s—a+ f=2.

| SCE NN Démontrer le théoreme 1.

2.2 Les solides de Platon

Parmi les polyedres, on retrouve un cas un peu spécial : celui des polyédres réguliers. On dit
qu’un polyedre convexe P est régulier lorsque toutes ces faces sont des polygones réguliers ayant
tous le méme nombre p de c6tés et le méme nombre d’arétes ¢ en chaque sommet.

Nous allons voir qu’il existe exactement 5 polyedres réguliers convexes : le tétraedre, 'octaedre, le
cube, 'icosaedre et le dodécaedre.
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. Pour chacun des polyedres cités ci-dessus, donner le nombre de faces, d’arétes et de sommets.
. Trouver une relation entre p, a, s et f, puis trouver une relation entre ¢, a, s et f.

. Démontrer qu’il y a au plus 5 polyedres réguliers convexes

N

. Conclure



	Techniques classiques
	Invariant algébriques
	Invariant par coloriage

	Invariant et géométrie
	La formule d'Euler
	Les solides de Platon


