LU3MA263 Théorie de la mesure et probabilités 2022-2023

Controle Continu n°3
14 décembre 2022, 45 minutes

Corrigé disponible sur https://www.guillaumegarnier.com

Les calculatrices, appareils connectés et documents sont interdits.

Une attention toute particuliere devra étre portée sur la qualité rédactionnelle. En particulier, sauf
mention contraire explicite, tout résultat devra étre justifié de maniere complete et synthétique.
Encadrez les résultats | et soulignez les étapes-clés des raisonnements.

Dans chaque exercice, il est possible d’utiliser le résultat d’une question précédente sans pour
autant ’avoir démontrée.

Les exercices sont indépendants.

(Théoréme du cours)

) Enoncer le théoréme d’unicité du prolongement des mesures.
Cours)
Cours)

)

Cours) Enoncer le théoréme de dérivabilité des intégrales & paramétres.

En
Enoncer le lemme technique.
E

L (
2. (
3. ( noncer le théoreme de convergence dominée.
4. (

Pour tout z €]0, 1[, on pose f(z) = l“(l/x)

1. Montrer que f est (B(]0,1[), B(R))—mesurable. Quel est le signe de f? Calculer lim,_,q+ f(z)
et lim,_,;- f(x). Tracer le graphe de f.

[\

. Soit « € [0,1[. Démontrer que 12— = 3,y 2"

w

. Soit n € N. Montrer que I'intégrale fol 2" In(1/x)dx est bien définie et calculer cette intégrale.

1 ln(l/:p)
1—

=~

dx est bien définie. Montrer que
Un(1/2) 1
—dr = —_— .
/0 1—x % (n+1)2

Pour tout a,b € R, on note ¢, : R — R I'application donnée pour tout x € R par
Pap(r) = ax + b.

1. Soient a,b € R. On suppose a # 0. Montrer que ¢, ; est une application bijective et continue
de R sur R. Calculer sa fonction réciproque.

. Montrer que l'intégrale |,

2. Soient a,b € R. On suppose a # 0. On note p la mesure image par ¢, de la mesure de
Lebesgue A et on note v la mesure |a|u.

(a) Pour tous réels ¢ < d, montrer que QO;})(]C, d]) est un intervalle que ’on précisera.
(b) Calculer v(]c,d]).
(c) En déduire que v = X et montrer que p = |a| !
3. Soient a,b € R. On suppose a # 0. Soit f : R — [0, 00| une fonction mesurable. Montrer que
I'intégrale [y f(ax + b)A(dx) est bien définie et montrer que

/faaH—b (dx) ’/f
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(Inégalités de Holder et de Minkowski) Soit (Q, F,P) un espace de probabilité.
1. Soit b €]0, 1. Montrer que, pour tous s,t €]0, 00[, on a
st <bs + (1 - b)t .

Indication : On pourra utiliser la concavité du logarithme.

2. Soient p et ¢ deux exposants conjugés. Soient X,Y : @ — Ry deux v.a. positives F—
mesurables. Montrer que

E[XY] < (E[X7])7 (E[Y])7 .

3. Soit p > 1. Soient X,Y : Q2 — Ry deux v.a. positives F—mesurables. Montrer que

< (E[X?))7 + (E[Y7))7 .

D=

(E[(X +Y)"])
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Corrigés des exercices

[énoncé]
Voir les théoremes du cours
[énoncé]
Voir le TD 7, Exercice 8.
[énoncé]
Voir le TD 8, Exercice 3.
[énoncé]

Voir le TD 8, Exercice 15.




